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Résumé
Soient p un nombre premier et F un corps p-adique. Parmi les Fp-représentations lisses irréductibles de
GL2(F ) ayant un caractère central, L. Barthel et R. Livné ont classifié les sous-quotients d’induites parabo-
liques et montré qu’il en existe d’autres, qu’ils n’ont pas classifiées et qu’ils ont appelées supersingulières
[L. Barthel, R. Livné, Irreducible modular représentations of GL2 of a local field, Duke Math. J. 75 (2)
(1994) 261–292 ; L. Barthel, R. Livné, Modular représentations of GL2 of a local field : The ordinary, un-
ramified case, J. Number Theory 55 (1995)]. En 2001, C. Breuil a obtenu la classification de ces dernières,
dans le cas particulier où F = Qp [C. Breuil, Sur quelques représentations modulaires et p-adiques de
GL2(Qp) I, Compos. Math. 138 (2) (2003) 165–188]. Pour n 3, on ne connaît pas même la classification
des Fp-représentations lisses irréductibles de GLn(F ) qui sont des sous-quotients d’induites paraboliques.
Nous nous intéressons ici au cas des séries principales.
Le cadre de la caractéristique p fait jouer un rôle particulier à l’unique pro-p-Sylow du sous-groupe
d’Iwahori de GLn(F ) : toute Fp-représentation lisse non nulle de GLn(F ) possède un vecteur non trivial
fixé par ce pro-p-Iwahori. Il est ainsi naturel d’approcher les représentations lisses de GLn(F ) via l’étude
des modules sur la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F ). Les travaux de M.-F. Vignéras sur
la structure de cette algèbre ont permis de définir ses modules standards [M.-F. Vignéras, Pro-p-Iwahori
Hecke ring and supersingular Fp-représentations, Math. Ann. 331 (3) (2005) 523–556, Erratum in : Math.
Ann. 333 (3) (2005) 699–701]. A l’aide des modules standards dits réguliers, nous étudions l’espace des
invariants sous l’action du pro-p-Iwahori des séries principales de GLn(F ) en caractéristique p. Nous en
déduisons un critère d’irréductibilité pour ces séries principales.
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Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel à q
éléments. Soit n 1. Notons I (1) le pro-p-Iwahori standard du groupe linéaire général GLn(F ).
L’espace des I (1)-invariants d’une Fp-représentation lisse de GLn(F ) possède une structure
naturelle de module à droite sur la Fp-algèbre de Hecke HFp (GLn(F ), I (1)) du pro-p-Iwahori.
Nous rappelons à la Section 2 les résultats relatifs à la structure de la Z-algèbre HZ(GLn(F ),
I (1)) [8]. Elle possède une présentation analogue à la présentation de Iwahori–Matsumoto pour
la Z-algèbre de Hecke–Iwahori, ainsi qu’une présentation dite de Bernstein entière inspirée de
la présentation de Bernstein pour l’algèbre de Hecke–Iwahori complexe : on dispose dans la
Z-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori d’un sous-anneau commutatifA(1), contenant le centre, et
sur lequel la Z-algèbre de Hecke est un module de type fini.
Soit R un anneau commutatif unitaire. Nous donnons à la Section 3 la définition et les pro-
priétés des R-modules standards, c’est-à-dire des HR(GLn(F ), I (1))-modules induits par les
R-caractères de A(1). Ils possèdent la propriété universelle suivante : si R est un corps algé-
briquement clos, tout HR(GLn(F ), I (1))-module simple ayant un caractère central est quotient
d’un R-module standard. Si de plus q est inversible dans R, la R-algèbre HR(GLn(F ), I (1))
est un module libre de rang n! sur sa sous-algèbre commutative A(1) ⊗Z R et les R-modules
standards sont de dimension n!.
On classe les Fp-modules standards en trois familles : on dit d’un Fp-caractère de A(1), du
Fp-module standard qu’il induit, et de tout HFp (GLn(F ), I (1))-module quotient de ce module
standard, qu’ils sont supersinguliers si le caractère est « aussi nul que possible », au sens de la
Définition 2. Dans le cas opposé, où le caractère est « le moins nul possible », on dira qu’ils
sont réguliers. Le cas intermédiaire sera appelé singulier. Cette définition suppose implicitement
que l’on puisse identifier les I (1)-invariants de sous-quotients d’induites paraboliques avec des
HFp (GLn(F ), I (1))-modules non-supersinguliers. C’est le cas pour n = 2 [7]. Pour n 2, nous
donnons à la Section 4 le résultat suivant, qui va dans cette direction.
Soit B(F) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de GLn(F ) et X =
X1 ⊗· · ·⊗Xn : (F ∗)n → F∗p un caractère lisse du tore déployé. LeHFp (GLn(F ), I (1))-module
des I (1)-invariants de la série principale
IndGLn(F )B(F ) X
contient un quotient non nul d’un certain module standard régulier déterminé par la donnée
de X (4.1). On exhibe alors des entrelacements entre les modules standards réguliers qui per-
mettent de montrer, si Xi = Xi+1 ∀1 i  n− 1, que tout quotient non nul du module standard
régulier associé à X est de dimension supérieure ou égale à n!. Puisque l’espace des I (1)-
invariants d’une série principale est de dimension égale à n! on obtient : la série principale induite
par X est irréductible si et seulement si Xi = Xi+1, pour tout 1 i  n− 1 (Théorème 4).
La Section 5 est consacrée à l’étude du cas particulier n = 3. Nous montrons que l’espace
des I (1)-invariants d’une série principale est isomorphe à un module standard régulier. Dans
le cas d’une série principale non ramifiée, non donnons de surcroît la semi-simplification de ce
H (GL3(F ), I (1))-module.Fp
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On désigne par OF l’anneau des entiers de F et par O∗F le groupe des éléments inversibles
de OF . On choisit π une uniformisante de OF , et val la valuation normalisée par val(π) = 1. On
fixe Qp une clôture algébrique de Qp . Soient Zp son sous-anneau des entiers algébriques, et Fp
son corps résiduel. On note ιQp :Zp → Qp l’inclusion, rp :Zp → Fp , la réduction.
Pour k un corps, on désigne par T (k) le tore déployé constitué par les matrices diagonales de
GLn(k), et par B(k) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures. On considère
le groupe des permutations Sn comme un sous-groupe de GLn(k) en identifiant un élément
de Sn avec la matrice de permutation lui correspondant. L’action par conjugaison de Sn sur
T (Fq) fournit une action sur le groupe T̂ (Fq) des caractères de T (Fq) à valeurs dans F∗q : pour
χ ∈ T̂ (Fq), w ∈ Sn, on note wχ le caractère défini par (wχ)(t) = χ(w−1tw) pour tout t ∈
T (Fq). On note Γ l’ensemble des orbites de T̂ (Fq) sous l’action de Sn.
On désigne par R un anneau commutatif unitaire d’unité 1R . Si R contient une racine
(q − 1)ème de l’unité, l’ensemble des R-caractères de T (Fq) s’identifie avec le groupe T̂ (Fq).
On note R ⊃ {μq−1, (q − 1)−1} lorsque R contient une racine (q − 1)ème de l’unité et q − 1 est
inversible dans R.
On pose G = GLn(F ).
1.1. Représentations lisses et algèbres de Hecke
On se réfère à [7, A.1]. Toutes les représentations considérées sont lisses : les stabilisateurs
des points sont ouverts. On appelle caractère une représentation de dimension 1.
1.1.1. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et σ :K → GL(V ) une R-représentation
de K de type fini sur R. On note indGK σ l’induite compacte de σ à G. Elle s’identifie à l’espace
des fonctions à support compact f :G → V vérifiant f (kg) = σ(k)f (g) pour tous k ∈ K , g ∈ G,
muni de la translation à droite, (g0.f )(g) = f (gg0) pour tous g,g0 ∈ G. L’algèbre de Hecke






1.1.2. On suppose que σ :K → R∗ est un caractère. Un base de l’induite compacte du carac-
tère σ est l’ensemble {fKg,σ , g ∈ K \G} où l’on note fKg,σ l’élément de indGK σ de support Kg
et de valeur 1R en g. Le R[G]-module indGK σ est engendré par fK,σ .
La composante (K,σ )-isotypique de indGK σ est l’ensemble des fonctions f :G → R telles
que f (k1gk2) = σ(k1)f (g)σ (k2) pour g ∈ G, k1, k2 ∈ K .
On dit de g ∈ G qu’il entrelace le caractère σ si pour tout k ∈ K ∩ gKg−1 on a σ(k) =
σ(g−1kg). On note Sσ l’ensemble des éléments de G qui entrelacent σ . Pour tout g ∈ Sσ l’élé-
ment Tg,σ de la composante (K,σ )-isotypique de indGK σ de support KgK et de valeur 1R en g
est bien défini.
Par adjonction, l’algèbre de Hecke de σ s’identifie avec la composante (K,σ )-isotypique de
indGK σ munie du produit de convolution décrit par [7, A.1]. Une base de l’algèbre de Hecke de σ
est l’ensemble {Tg,σ , g ∈ K \ Sσ /K}. On appelle Sσ le support de l’algèbre de Hecke de σ .
1.1.3. On suppose que σ = 1 est le caractère trivial de K . On note alors HR(G,K) son
algèbre de Hecke et on l’appelle la R-algèbre de Hecke de K . Son support est égal à G tout
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On notera 1K l’élément fK,1 égal à la fonction caractéristique de K . L’induite compacte indGK 1
est naturellement un module à gauche sur la R-algèbre de Hecke de K : pour tout g ∈ G, l’action
de Tg est entièrement déterminée par l’action de Tg sur l’élément générateur 1K car l’action de








La catégorie des HR(G,K)-modules à droite est équivalente à la catégorie des HR(G,K)-
modules à gauche. En effet l’endomorphisme de R-modules de HR(G,K)
T 
−→ (T ˜:g 
−→ T (g−1)) (1)
est un anti-isomorphisme pour le produit de convolution de l’algèbre HR(G,K). Pour tout
HR(G,K)-module à droite M , on notera [M]g leHR(G,K)-module à gauche avec le même es-
pace, et sur lequel l’action deHR(G,K) donnée par T .m := m.T ,˜ pour m ∈ M , T ∈HR(G,K).
Désormais, en l’absence de précision, un HR(G,K)-module sera par défaut un HR(G,K)-
module à gauche.
1.1.4. Si (ρ,V ) est une R-représentation de G, son espace des K-invariants est un mo-
dule à droite sur la R-algèbre de Hecke de K : soit v ∈ VK ; il existe un unique morphisme de
R[G]-modules Φv :R[K \ G] → V tel que 1K 
→ v. Pour tout T appartenant à l’algèbre de
Hecke HR(G,K), l’action à droite de T sur v est donnée par v.T := Φv ◦ T (1K).
1.2. Soit I le sous-groupe d’Iwahori standard de G, et I (1) son unique pro-p-Sylow : I est
l’image inverse, par la réduction modulo π , GLn(OF ) GLn(Fq), du sous-groupe de Borel
B(Fq) de GLn(Fq) ; I (1) est l’image inverse du sous-groupe de B(Fq) constitué des matrices
unipotentes. Les sous-groupes I (1) et I de G sont ouverts et compacts. Ils sont normalisés par
l’élément ω ∈ G défini par
ω =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0 . . .




0 . . . . . . 0 1
π 0 . . . . . . 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
Le sous-groupe I (1) de G étant un pro-p-groupe, toute Fp-représentation non nulle de G
admet un vecteur non nul invariant par I (1) [1, Lemme 1].
Le quotient I/I (1) s’identifie au tore fini T (Fq). Tout Fp-caractère de I est trivial sur I (1) et
s’identifie avec un élément de T̂ (Fq).
D’après 1.1.4 on dispose d’un foncteur naturel de la catégorie des Fp-représentations de
GLn(F ) dans la catégorie des HFp (GLn(F ), I (1))-modules à droite. On l’appelle le foncteur
des I (1)-invariants. Ses propriétés sont encore énigmatiques. On dispose toutefois de l’assertion
suivante [7, 4.3].
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engendrée par son espace V I (1) des I (1)-invariants. Si le HFp (G, I (1))-module à droite V I (1)
est irréductible, alors la représentation (ρ,V ) est irréductible.
1.3. Induction parabolique
1.3.1. Soit L un sous-groupe de Lévi standard de G, et P le parabolique supérieur associé.
Soit (ρ,V ) une Fp-représentation de L. On désigne par IndGP ρ la représentation de G obtenue
par induction parabolique de ρ [6, II.2]. C’est la partie lisse du Fp[G]-module des fonctions
f :G → V telles que f (pg) = ρ(p)f (g) pour tous p ∈ P , g ∈ G, muni de la translation à droite
(g0.f )(g) = f (gg0), pour tous g,g0 ∈ G.
On suppose que ρ :L → F∗p est un caractère de G. Pour g ∈ G, l’élément fPgI (1),ρ ∈ IndGP ρ
I (1)-invariant de support PgI (1) et de valeur 1Fp en g est bien défini. D’après [6, I.5.6], l’espace
des I (1)-invariants de IndGP ρ est un Fp-espace vectoriel de dimension |P \ G/I (1)| de base{fPgI (1),ρ}g∈P \G/I (1).
Choisissons pour sous-groupe de Lévi le tore diagonal T (F ) de G. Soit X :T (F ) → F∗p un
caractère de T (F ). On considère la série principale
IndGB(F)X.
Un système de représentants des doubles classes B(F) \ G/I (1) est donné par les éléments du
groupe des permutations Sn considéré comme un sous-groupe de G. C’est une conséquence de
la décomposition de Bruhat pour le groupe fini GLn(Fq) [3, Théorème 2.14]. Une Fp-base de
l’espace (IndGB(F)X)
I (1) est donc donnée par {fB(F)wI (1),X}w∈Sn .
1.4. Le groupe réductif G est muni d’un système de Tits généralisé [2]. Nous rappelons les
propriétés dont nous aurons l’usage.
Soit (X,X∨,R0,R∨0 ,B,B∨) la donnée radicielle affine associée à (G,B(F ),T (F )) ([5, Sec-
tion 1], [2, Section 6]). L’ensemble X est le groupe additif des matrices diagonales dont les
cœfficients diagonaux sont des puissances de π . On dit d’un élément de X qu’il est dominant
s’il est égal à la diagonale (πv1 ,πv2, . . . , πvn) avec v1, . . . , vn ∈ Z, v1  v2  · · · vn. On note
Xdom le semi-groupe constitué par les éléments dominants de X.
Soit N(F) le normalisateur dans G du tore déployé T (F ). Le groupe de Weyl de G est le
groupe quotient W0 = N(F)/T (F ). Un système de représentants du quotient N(F)/T (F ) est
donné parSn que l’on identifiera désormais avec W0. Ainsi, W0 est un groupe de Coxeter de sys-
tème générateur S0 = {s1, . . . , sn−1} où, pour i ∈ {1, . . . , n−1}, on désigne par si la transposition
associée à la racine simple αi .
Le groupe de Weyl affine Waff de G est le produit semi-direct Waff = W0.Xaff où Xaff est le
sous-groupe de X engendré par R0. Si α0 est la racine la plus longue et s la réflexion associée,
on note s0 = α0.s ∈ Waff. À l’aide de l’élément ω défini à la Section 1.2, l’élément s0 s’écrit
s0 = ωs1ω−1.
D’après [4, Proposition 1.1], le groupe Waff est un groupe de Coxeter de système générateur
S = {s0, s1, . . . , sn−1}. Pour tout i ∈ {1, . . . , n−1}, on a les relations si = ω−1si−1ω et sisi−1si =
si−1sisi−1.
Pour s ∈ S, on désigne par Φs : GL2(F ) → G le morphisme associé [4] et par Ts(Fq) le sous-
groupe de T (Fq) égal à l’image du cocaractère hs :F∗q → T (Fq) associé à s. Pour tout α ∈ F∗q ,











On note T (OF ) le sous-groupe de T (F ) constitué par les diagonales d’éléments de O∗F . Le
groupe de Weyl affine étendu W˜ = N(F)/T (OF ) s’identifie à un sous-groupe de G isomorphe
au produit semi-direct W0.X. Notant 〈ω〉 le groupe cyclique engendré par ω, le groupe de Weyl
affine étendu s’écrit aussi 〈ω〉.Waff où ω normalise Waff. Ainsi, la longueur  du système de
Coxeter (Waff, S) se prolonge à W˜ de façon à ce que le groupe 〈ω〉 soit l’ensemble des éléments
de longueur nulle [5, 1.4]. Le groupe de Weyl affine étendu fournit un système de représentants
des doubles classes de G modulo le sous-groupe d’Iwahori standard I [4, Proposition 2.1].
On note T (1 + πOF ) le sous-groupe de T (OF ) constitué par les diagonales d’éléments de
1 + πOF . Rappelons que le tore fini T (Fq) s’identifie avec un sous-groupe de T (OF ) via l’iso-
morphisme de Teichmüller de F∗q à valeurs dans le groupe des racines de l’unité de O∗F d’ordre
premier à p : on a la suite exacte scindée
0 −→ T (1 + πOF ) −→ T (OF ) −→ T (Fq) −→ 0.
Grâce à cette identification, le sous-groupe d’Iwahori standard I de G s’écrit comme le produit
semi-direct T (Fq).I (1).
Comme dans [8], on notera parfois X(1) le tore déployé T (F ), pour insister sur le fait qu’il
s’identifie avec le produit direct X × T (Fq). On dira de x ∈ X(1) qu’il est dominant si c’est
une diagonale (x1, . . . , xn) telle que val(x1) · · · val(xn). Le semi-groupe X(1)dom des éléments
dominants de X(1) s’identifie avec le semi-groupe Xdom × T (Fq).
On note W(1) le groupe quotient N(F)/T (1 + πOF ). Il s’identifie avec un sous-groupe de
G isomorphe au produit semi-direct W0.X(1). Il fournit un système de représentants des doubles
classes de G modulo le pro-p-Iwahori I (1). On prolonge la longueur  de W˜ à W(1) de façon à
ce que (twt ′) = (w) pour tous t, t ′ ∈ T (Fq), w ∈ W(1) [8, Proposition 1].
On considère l’action de W(1) sur T̂ (Fq) qui se factorise par celle de W0 Sn.
2. Présentations de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F )
2.1. Présentation de Iwahori–Matsumoto
2.1.1. L’anneau de Hecke HZ(G, I (1)) du pro-p-Iwahori de G possède une présentation de
type Iwahori–Matsumoto. Pour tout w ∈ W(1), on désigne, comme à la Section 1.1.3, par Tw
l’élément de HZ(G, I (1)) de support I (1)wI (1) et de valeur 1 en w. Le théorème suivant est
démontré dans [8, 1.3].
Théorème 1. L’anneau de Hecke HZ(G, I (1)) est le Z-module libre de base (Tw)w∈W(1) véri-
fiant :
(a) les relations de tresses, TwTw′ = Tww′ pour w, w′ ∈ W(1) tels que (w)+ (w′) = (ww′),
(b) les relations quadratiques, (Ts)2 = q + Ts(∑t∈T (F ) Tδs Tt ) pour s ∈ S.s q
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– On note qR := q.1R . Désormais, on considère q comme une indéterminée et R comme un
Z[q]-module via le morphisme d’anneaux unitaires défini par q 
→ qR .
– On note H(1) la Z[q]-algèbre de générateurs (Tw)w∈W(1) vérifiant les relations (a) et (b) du
théorème. Puisque ω et t ∈ T (Fq) sont de longueur nulle dans W(1), les éléments Tω et Tt
de la base de Iwahori–Matsumoto leur correspondant sont inversibles dans H(1).
Du fait de la présentation du groupe W(1), les relations de tresses montrent que l’ensemble
{Ts1, T ±1ω , Tt ∈ T (Fq)} est un système générateur de la Z[q]-algèbre H(1).
– On note H(1)[q±1/2] l’algèbre obtenue après addition d’une racine carrée et d’un inverse de
q à l’anneau des scalaires deH(1). D’après les relations quadratiques, l’élément Ts1 est inver-
sible dans H(1)[q±1/2]. Ainsi, tout élément de la base de Iwahori–Matsumoto est inversible
dans H(1)[q±1/2].
– On désigne par H(1)R la R-algèbre H(1) ⊗Z[q] R. Elle s’identifie à l’algèbre de Hecke
HR(G, I (1)).
Pour tout w ∈ W(1), l’élément T ∗w = q(w)(Tw)−1 appartient à H(1), où (Tw)−1 désigne l’in-
verse de Tw dans H(1)[q±1/2] [8, Remarque 7]. Par exemple, pour s ∈ S,
T ∗s = Ts −
∑
t∈Ts(Fq )
Tδs Tt . (2)
2.1.2. Supposons que R ⊃ {μq−1, (q − 1)−1}. La preuve de [7, Proposition 2.1] qui traite le
cas de GL2(F ) s’adapte aisément à G. Cette proposition se traduit de la façon suivante : l’induite
compacte du caractère trivial de I (1) à valeurs dans R se décompose en la somme directe de
R[G]-modules




De plus, il n’y a pas de morphisme non nul entre les R[G]-modules indGI χ et indGI χ ′ si χ et
χ ′ ne sont pas conjugués sous l’action de W0. On obtient ainsi la décomposition de l’algèbre de





où pour γ ∈ Γ , on désigne par σγ la R-représentation de I triviale sur I (1) donnée par σγ =⊕
χ∈γ χ .
Pour χ ∈ T̂ (Fq), on note χ l’élément de H(1)R égal à la projection indGI (1) 1 indGI χ . On
pose alors γ =∑χ∈γ χ . C’est un idempotent central deH(1)R et l’algèbre de HeckeHR(G,σγ )
s’identifie avec l’algèbre γH(1) d’unité γ .R
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Théorème 2. La R-algèbre de Hecke H(1)R est le produit, sur les W0-orbites γ de T̂ (Fq), des
R-algèbres γH(1)R , d’unité γ et de base (Twχ )w∈W˜ ,χ∈γ , avec les relations :
(a) pour χ,χ ′ ∈ γ , χ = χ ′, 2χ = χ , χχ ′ = 0,
∑
χ∈γ χ = γ ,
(b) pour w ∈ W˜ , χ ∈ γ , Twχ = wχTw ,
(c) pour w,w′ ∈ W˜ tels que (ww′) = (w)+ (w′), on a TwTw′γ = Tww′γ ,
(d) pour s ∈ S, (Ts)2γ = qRγ + (qR − 1)Ts∑χ∈γ, sχ=χ χ(δs)χ .
Remarque 1. Pour s ∈ S, on a T ∗s γ = Tsγ + (1 − qR)
∑
χ∈γ, sχ=χ χ(δs)χ .
Lemme 1. Dans la R-base de Iwahori–Matsumoto (Tw)w∈W(1) de H(1)R , l’élément χ se décom-
pose comme suit :




En particulier, pour tout t ∈ T (Fq), on a χTt = Ttχ = χ(t−1)χ .
Preuve. On utilise les notations et remarques de la Section 1.1.3. Soient χ ∈ T̂ (Fq) et f l’élé-
ment de l’induite compacte indGI (1) 1 défini par f =
∑
t∈T (Fq ) χ(t)t
−11I (1). Son support est














)−11I (1) = χ(u)f.
Ainsi, f est l’élément noté fI,χ de indGI χ de support I et de valeur 1Fp en l’unité de G.
On note pχ := (qR − 1)−n∑t∈T (Fq )χ(t)Tt ∈H(1)R l’élément du lemme dont on veut montrer
qu’il est égal à la projection χ : indGI (1) 1 indGI χ . Nous allons calculer l’image de fI,χ ′ par pχ
et montrer qu’elle est nulle si χ = χ ′, égale à fI,χ sinon. Ainsi, puisque le R[G]-module indGI χ ′
est engendré par fI,χ ′ , on aura montré que pχ et χ coïncident sur chaque sous-espace de la
décomposition (3).
Pour tout u ∈ T (Fq), puisque I (1)uI (1) = I (1)u, on a Tu(1I (1)) = u−11I (1). Ainsi,
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Ainsi, pχ(fI,χ ′) = 0 si χ ′ = χ , et pχ(fI,χ ) = fI,χ sinon. 
2.2. Base de Bernstein entière
On dispose d’une présentation de Bernstein de l’anneau de HeckeH(1) qui reflète la décompo-
sition W(1) = W0.X(1). Elle est inspirée par la présentation de Bernstein pour la Z[q±1/2]-algèbre
de Hecke–Iwahori de G [5, Section 3].
Dans l’algèbre H(1)[q±1/2], on définit les analogues des éléments de Bernstein de la
Z[q±1/2]-algèbre de Hecke–Iwahori : pour w ∈ W(1), on pose T˜w = q−(w)/2Tw . Soit x ∈ X(1),









est un morphisme injectif de Z[q±1/2]-algèbres [8, Proposition 4]. On note A(1)[q±1/2] son
image.
Pour
w = w0x ∈ W0.X(1),
on pose
Ew := q(w)/2T˜w0θ(1)x . (4)
Notation 2. Soit I un sous-ensemble de {1, . . . , n}. On désigne par xI la diagonale constituée
de π en les coordonnées qui appartiennent à I , et de 1 ailleurs. Si I est le singleton {i}, on
notera simplement xi . D’après l’appendice de [9], la longueur de l’élément xI ∈ W(1) est égale
à |I |(n − |I |). L’élément ExI sera noté EI . En particulier, E{1,...,n} est égal à l’élément central
inversible T nω .
Exemple 1.
– On a Ew0 = Tw0 pour w0 ∈ W0, Ex = Tx pour x ∈ X(1)dom.







)−1 = q(n−1)/2T −1s1 . . . T −1sn−1Tω.
On en déduit que Tω = q−(n−1)/2Tsn−1 . . . Ts1θ(1)x1 . Mais on reconnaît précisément dans cette
écriture l’élément Eω. Donc, Eω = Tω. On a aussi montré ainsi que E{1} = q(n−1)/2θ(1)x1 =
T ∗s1T
∗
s2 . . . T
∗
sn−1Tω.
– L’élément le plus long de W0 est s = s1s2 . . . sn−1 . . . s2s1. L’élément s0 = ωs1ω−1 se dé-
compose dans W(1) = W0.X(1) comme suit : s0 = sx1x−1n . Les calculs que l’on vient de
faire montrent alors que Es0 = qT −1s = T ∗s .0 0
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à la Z[q]-algèbre H(1).
Théorème 3. [8, 1.4]
(a) Une Z[q]-base de H(1) est donnée par (Ew)w∈W(1) .
(b) L’ensemble (Ex)x∈X(1) est une base de la Z[q]-algèbre commutative A(1) =A(1)[q±1/2] ∩
H(1). Un système de générateurs de A(1) est donné par
E±1{1,...,n}, (EI )I{1,...,n}, (Tt )t∈T (Fq ),
avec les relations :
TtTt ′ = Ttt ′ pour t, t ′ ∈ T (Fq),
et pour I, J ⊂ {1, . . . , n},
EIEJ = qbcEI∪JEI∩J , où |I ∩ J | = a, |I | = a + b, |J | = a + c. (5)
(c) L’action naturelle de W0 sur X(1) fournit une action de W0 sur A(1)[q±1/2] qui stabi-





EI pour t parcourant {1, . . . , n}.
(d) La Z[q]-algèbre H(1) est un module de type fini sur son centre.
(e) On suppose que R ⊃ {μq−1, (q − 1)−1}. Soit γ ∈ Γ .
Une base de la R-algèbre H(1)R γ d’unité γ est donnée par (Ewχ)w∈W˜ ,χ∈γ .
Notation 3. On ne suppose pas que R ⊃ {μq−1, (q−1)−1}. On noteA(1)R =A(1)⊗Z[q]R la sous-
algèbre commutative de H(1)R . La Z[q]-algèbre A(1) agit sur tout H(1)R -module via sa projection
A(1)R dans H(1)R .
On appellera R-caractère de A(1) un morphisme d’anneaux unitaires A(1) → R tel que
q 
→ qR . L’action de W0 surA(1) induit une action de W0 sur les R-caractères deA(1). On consi-
dère l’action de W(1) sur A(1) et ses R-caractères qui se factorise par celle de W0. On la note
(w,λ) 
→ w.λ pour w ∈ W(1) et λ un R-caractère de A(1).
3. Modules standards de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F )
Définition 1. On appelle H(1)R -module standard induit par le R-caractère λ :A(1) → R le
H(1)R -module
I (λ) =H(1)R ⊗A(1) λ.
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Soit λ :A(1) → R un R-caractère de A(1).
– Le H(1)R -module standard induit par λ :A(1) → R est un R-module de type fini.
– Il est engendré commeH(1)R -module par ϕ = 1⊗1, qui est un élément propre pourA(1) pour
le caractère λ. On appellera ϕ le générateur canonique de I (λ).
– Le H(1)R -module standard induit par λ possède la propriété universelle suivante : tout
H(1)R -module engendré par un élément propre pour A(1) pour le caractère λ est quotient
de I (λ).
– Si R est un corps algébriquement clos, tout H(1)R -module simple ayant un caractère central
est quotient d’un H(1)R -module standard.
– Soit λ :A(1) → Zp et rpλ :A(1) → Fp sa réduction modulo p. Le H(1)Fp -module standard
induit par rpλ est égal à la réduction modulo p du HZp -module standard induit par λ :
I (rpλ) = I (λ)⊗Zp Fp.
– Si R est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, le H(1)R -module standard
induit par λ :A(1) → R est un R-espace vectoriel de dimension |W0|.
Les premières propriétés sont des conséquences directes du Théorème 3 et de la définition des
modules standards. La dernière est une conséquence du théorème de Bernstein [8, Proposition 6]
qui nous assure que H(1)[q±1/2] est un A(1)[q±1/2]-module libre de base (Tw)w∈W0 .
Proposition 2. Les H(1)R -modules standards induits par λ et ω.λ son isomorphes comme
R-modules.
Preuve. La conjugaison par l’élément ω définit un isomorphisme du groupe W(1) qui stabilise
le sous-groupe X(1) des éléments diagonaux. On en déduit un isomorphisme Φ du Z[q]-module
H(1) défini sur la base de Bernstein entière par Φ :E? 
→ Eω?ω−1 et qui stabilise la sous-algèbre
commutative A(1).
Il vérifie, pour w ∈ W(1), x ∈ X(1), Φ(EwEx) = Φ(Ew)Φ(Ex). Cette relation tient au fait
que la conjugaison par l’élément de longueur nulle ω préserve la longueur et que, d’après
[9, (1.6.3)], on a EwEx = q((w)+(x)−(wx))/2Ewx avec q((w)+(x)−(wx))/2 ∈ Z[q].
Puisque la Z[q]-algèbre commutative A(1) a pour base l’ensemble des {Ex}x∈X(1) et que la
composition λ ◦ (Φ|A(1) )−1 n’est autre que le caractère ω.λ on en déduit un isomorphisme de
R-modules entre I (λ) et I (ω.λ) défini par
H(1)R ⊗A(1) λ −→H(1)R ⊗A(1) ω.λ, h⊗ 1 




Soit λ :A(1) → Zp un Zp-caractère. Puisque A(1) est une Z[q]-algèbre de type fini, l’image
de λ est contenue dans une extension finie de Qp . Ceci permet, dans l’étude des H(1)-modulesZp
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standard I (λ) est un Zp-module qui se décompose en la somme directe de sa partie libre L(λ) et
de sa partie de torsion T (λ). Le Zp-module de torsion T (λ) est un module pour la Zp-algèbre
de Hecke H(1)
Zp
. Ainsi, le Zp-module L(λ) hérite d’une structure de H(1)Zp -module quotient.
3.3. Structures entières de H(1)
Qp
-modules standards
Les propositions suivantes sont une adaptation au cas de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori
des résultats de [9, Théorème 5] qui traite le cas de l’anneau de Hecke–Iwahori. Les preuves se
transposent directement.
Soit M0 un H(1)Qp -module, de type fini sur Qp . On dit que le sous-H
(1)
Zp
-module L de M0 en
est une structure entière si c’est un Zp-module de type fini qui contient une base du Qp-espace
vectoriel M0.
Soit M un H(1)
Fp
-module, de type fini sur Fp . On dit que le H(1)Qp -module M0 relève M
si M0 admet une structure entière L telle que l’on a un isomorphisme de H(1)Fp -modules :
L⊗Zp Fp  M .
On dira d’un caractère λ :A(1) → Qp qu’il est entier s’il est à valeurs dans Zp .
Proposition 3.
– Soit λ :A(1) → Qp . Le H(1)Qp -module standard I (λ) admet une structure entière si et seule-
ment si λ est entier.
– Supposons que λ :A(1) → Qp est entier. On note L(λ) le sous-H(1)Zp -module de I (λ) engen-
dré par son générateur canonique ϕ. C’est une structure entière de I (λ).
On appelle L(λ) la structure entière canonique de I (λ).
Proposition 4. Soit λ :A(1) → Qp un caractère entier. Soit L une structure entière de I (λ). La
semi-simplification du H(1)
Fp
-module L⊗Zp Fp ne dépend pas du choix de la structure entière L.
3.4. Soit λ :A(1) → Zp un caractère. Grâce à [9, Théorème 5], nous comparons la partie
Zp-libre du H(1)Zp -module standard induit par λ avec la structure entière canonique du
H(1)
Qp
-module standard induit par ιQpλ :A(1) → Qp .
Proposition 5. La partie libre L(λ) du H(1)
Zp
-module standard I (λ) est un Zp-module libre de
rang |W0|.
Corollaire 1. Le H(1)
Zp
-module I (λ) est sans Zp-torsion si et seulement s’il est isomorphe à la
structure entière canonique du H(1)
Qp
-module standard induit par ιQpλ.
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Soit λ :A(1) → Fp , un Fp-caractère de A(1).
Proposition 6. Il existe λ0 :A(1) → Zp qui relève λ, c’est-à-dire, tel que λ = rp ◦ λ0.
Corollaire 2. Un H(1)
Fp
-module standard est la réduction d’un H(1)
Zp
-module standard. En par-
ticulier, un H(1)
Fp
-module standard est un Fp-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale
à |W0|.
Corollaire 3. Soit λ0 :A(1) → Zp un Zp-caractère relevant λ.
Si le module standard I (λ) est un Fp-espace vectoriel de dimension |W0|, alors le module
standard I (λ0) est un Zp-module sans torsion et est isomorphe, commeH(1)Zp -module, à la struc-
ture entière canonique du H(1)
Qp
-module standard induit par ιQpλ0.
La Proposition 6 est prouvée par [7, Théorème 6]. Notons que si λ0 :A(1) → Zp relève λ alors
w.λ0 relève w.λ, pour w ∈ W0.
Par projection dans A(1)
Fp
de la relation (5) du Théorème 3, il apparaît que si I, J ⊂ {1, . . . , n}
vérifient I ⊂ J et J ⊂ I , alors EIEJ = 0 dansA(1)Fp . On en déduit qu’il existe un drapeau, appelédrapeau de λ,
∅  I1  · · ·  Ir  Ir+1 = {1, . . . , n} (6)
tel que pour tout ∅  I ⊂ {1, . . . , n},
λ(EI ) = 0 si et seulement si I est l’un des éléments I1, . . . , Ir+1 de ce drapeau.
On dira d’un sous-ensemble I de {1, . . . , n} qu’il est dominant si la diagonale xI lui corres-
pondant (Notation 2) est un élément dominant de X. Cela signifie que I est l’un des éléments
∅, {n}, {n − 1, n}, . . . , {2, . . . , n − 1, n}, {1, . . . , n − 1, n}. On dira du drapeau de λ qu’il est do-
minant s’il est constitué de sous-ensembles dominants de {1, . . . , n}.
Remarque 2. Le caractère λ est entièrement déterminé par la donnée de {λ(EIi )}i=1,...,r+1 et de
l’élément χ ∈ T̂ (Fq) tel que λ(Tt ) = χ(t) ∀t ∈ T (Fq).
Définition 2.
– On dit de λ qu’il est régulier si son drapeau est complet c’est-à-dire si r + 1 = n.
– Sinon, on dit de λ qu’il est singulier.
– Dans le cas particulier où le drapeau est trivial, i.e. r = 0, on dit que λ est un caractère
supersingulier.
Lorsque λ est régulier (respectivement singulier, respectivement supersingulier), leH(1)
Fp
-module
standard I (λ) est dit régulier (respectivement singulier, respectivement supersingulier). Tout
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Fp
-module quotient de I (λ) sera alors dit régulier (respectivement singulier, respectivement
supersingulier).
Remarque 3.
– Si λ est régulier (respectivement singulier), un caractère appartenant à son orbite sous l’ac-
tion de W0 est également régulier (respectivement singulier). Si λ est supersingulier, son
orbite est de cardinal 1.
– Dans l’orbite de λ sous l’action de W0 il y a un caractère de drapeau dominant.
4. Critère d’irréductibilité pour les séries principales de GLn(F ) en caractéristique p
L’objet de cette section est de démontrer le résultat suivant.
Théorème 4. Soit X = X1 ⊗ · · · ⊗ Xn :T (F ) → F∗p un caractère du tore diagonal de G. La
série principale IndGB(F)X induite par X est un Fp[G]-module irréductible si et seulement si
Xi = Xi+1 pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}.
La condition nécessaire est claire. Nous allons démontrer la condition suffisante.
4.1. Modules standards réguliers de drapeau dominant et I (1)-invariants des séries principales
4.1.1. On note D, la sous-Z[q]-algèbre de A(1) engendrée par les éléments Tx , pour x par-
courant le semi-groupe X(1)dom des éléments dominants de X
(1)
.
On appellera Fp-caractère de D tout morphisme d’anneaux D→ Fp qui à l’indéterminée q
associe 0 = qFp . Par exemple, la restriction à D d’un Fp-caractère de A(1) est un Fp-caractère
de D.
Remarque 4. Rappelons que pour x ∈ X(1)dom, l’élément Ex de la base de Bernstein entière coïn-
cide avec l’élément de la base de Iwahori–Matsumoto Tx . Il appartient donc à D. En particulier
si I est un sous-ensemble dominant de {1, . . . , n}, c’est-à-dire que I est un élément du drapeau
∅  {n}  {n− 1, n}  · · ·  {2, . . . , n− 1, n}  {1, . . . , n− 1, n}, (7)
alors la diagonale xI lui correspondant appartient à Xdom et EI = TxI appartient à D.
D’après [9, (1.6.5)], dans X(1)dom, les longueurs s’ajoutent : ∀x, y ∈ X(1)dom, on a (xy) = (x)+
(y). Ainsi, d’après les relations de tresses dans H(1), on a TxTy = Txy dans D.
Par conséquent, la Z[q]-algèbre D est engendrée par les éléments Tx pour x parcourant un
système générateur du semi-groupe X(1)dom : elle est engendrée par les éléments
EI , pour I parcourant le drapeau (7), E±1{1,...,n}, et Tt pour t ∈ T (Fq).
Lemme 2. Un Fp-caractère de D s’étend de façon unique en un Fp-caractère de A(1) de dra-
peau dominant.
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un Fp-caractère de A(1) de drapeau dominant est univoquement déterminé par la donnée de
ses valeurs en les Tt pour t ∈ T (Fq), et en les EI = TxI pour I parcourant le drapeau (7),
c’est-à-dire qu’il est univoquement déterminé par ses valeurs sur un système générateur de la
Z[q]-algèbre D. 
Soit λ un Fp-caractère de A(1) de drapeau dominant. On le suppose de surcroît régulier c’est-
à-dire que le drapeau de λ est égal au drapeau (7).
Lemme 3. Soit M un H(1)
Fp
-module. Un élément m ∈ M est propre pour l’action de A(1) pour le
caractère λ si et seulement s’il est propre pour l’action de D pour la restriction de λ à D.
Preuve. On suppose que m est non nul et que la sous-Z[q]-algèbre D de A(1) agit sur m par la
restriction à D du caractère λ. D’après le Théorème 3, la Z[q]-algèbreA(1) est engendrée par les
éléments
EI pour I ⊂ {1, . . . , n}, E±1{1,...,n} et Tt , t ∈ T (Fq).
Ainsi, pour s’assurer que A(1) agit sur m par le caractère λ, il suffit de vérifier que pour I non
dominant EI agit sur m par multiplication par le scalaire λ(EI ).
Soit I ⊂ {1, . . . , n} non dominant. Puisque le drapeau de λ est dominant, il ne contient pas
I de sorte que λ(EI ) = 0. Il nous faut donc montrer que EIm = 0. Il existe J ⊂ {1, . . . , n}
dominant tel que I ⊂ J et J ⊂ I . (On peut par exemple choisir l’élément du drapeau (7) de
même cardinal que I .) D’après la relation (5), cela implique que le produit EIEJ est nul dans
H(1)
Fp
et donc EIEJm = 0. Mais, d’autre part, puisque J est dominant, EJ appartient au drapeau
de λ, donc λ(EJ ) = 0 et EJ appartient à D, donc EJm = λ(EJ )m. Ainsi, EIEJm = λ(EJ )EIm
avec λ(EJ ) = 0. On a démontré que EIm = 0. 
Remarque 5. Lorsque λ est régulier de drapeau non nécessairement dominant, on a un résultat
analogue qui se démontre avec les mêmes arguments : l’élément m ∈ M est propre pour l’action
de A(1) pour le caractère λ si et seulement si la sous-algèbre de A(1) engendrée par les éléments
EJ avec J ⊂ {1, . . . , n} appartenant au drapeau de λ et Tt , t ∈ T (Fq)
agit sur m par la restriction du caractère λ.
Par la propriété universelle du module standard induit par λ, on déduit du Lemme 3 que l’on





⊗D λ, ϕ 
−→ 1 ⊗ 1 (8)
où ϕ désigne le générateur canonique de I (λ) et où l’on note encore λ la restriction de λ à la
sous-algèbre D de A(1).
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les longueurs s’ajoutent, X induit un Fp-caractère de D encore noté X et défini par : X(Tx) :=
X(x), ∀x ∈ X(1)dom. D’après le Lemme 2, ce Fp-caractère de D s’étend de façon unique en un




de l’ensemble des Fp-caractères du tore T (F ) dans l’ensemble des Fp-caractères de A(1) régu-
liers de drapeau dominant.
L’isomorphisme (8) dit que pour tout caractère X :T (F ) → F∗p que l’on identifie avec un
Fp-caractère de D, on a un isomorphisme de H(1)Fp -modules
I (λX) H(1)Fp ⊗DX, ϕ 
−→ 1 ⊗ 1. (10)
4.1.3. À la Section 1.1.3, on a défini un anti-automorphisme de la Z[q]-algèbre H(1) par la
formule (1). La restriction de cet anti-automorphisme à l’algèbre commutative D est un mor-
phisme d’algèbres injectif d’image notée D .˜ On dira d’un morphisme d’anneaux D˜→ Fp qui
à l’indéterminée q associe 0 que c’est un Fp-caractère de D .˜
Soit X :T (F ) → F∗p . On le considère comme un caractère de D et l’on note X˜ le
Fp-caractère de D˜ qu’il définit par composition avec l’isomorphisme D˜→D. Nous reprenons
les notations de la Section 1.1.
Proposition 7. On a un isomorphisme de Fp[G]-modules
X˜⊗D˜ indGI (1) 1 −→ IndGB(F)X, 1 ⊗ 1I (1) 
−→ fB(F)I (1),X. (11)
Preuve. Notons D0 la sous-algèbre de D engendrée par les éléments Tx , pour x parcourant
l’ensemble Xdom des éléments dominants de X, et D0˜ son image dans D .˜
Soit χ :T (Fq) → Fp la restriction de X au tore fini. Le Théorème 4.11 de [7] dit que l’on a
un isomorphisme de Fp[G]-modules
X˜⊗D0˜ indGI χ −→ IndGB(F)X, 1 ⊗ fI,χ 
−→ fB(F)I (1),X. (12)
Il nous suffit donc de prouver que l’identification 1 ⊗ fI,χ 
→ 1 ⊗ 1I (1) induit un isomorphisme
de Fp[G]-modules entre X˜⊗D0˜ indGI χ et X˜⊗D˜ indGI (1) 1.
– Le Fp[G]-module indGI χ s’injecte dans indGI (1) 1 comme le montre la décomposition (3).
Cette injection induit un morphisme de Fp[G]-modules indGI χ → X˜⊗D˜ indGI (1) 1 qui se
factorise par X˜⊗D0˜ indGI χ car D0˜ est incluse dans D .˜ On note I le morphisme de Fp[G]-
modules obtenu.
– La projection indGI (1) 1  indGI χ induit, quant à elle, un morphisme de Fp[G]-modules
indGI (1) 1 → X˜⊗D0˜ indGI χ . Montrons que ce dernier se factorise par X˜⊗D˜ indGI (1) 1 en
un morphisme de Fp[G]-modules que l’on notera P . Puisque D˜ est engendrée par D0˜ et
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t ∈ T (Fq), les éléments Ttf et X (˜Tt ) f ont la même image dans X˜⊗D0˜ indGI χ .
Nous avons appelé χ l’élément de la Fp-algèbre de Hecke H(1)Fp égal à la projectionindGI (1) 1 indGI χ . Ainsi, l’image de X (˜Tt ) f dans X˜⊗D0˜ indGI χ est





D’autre part, on a montré que pour tout t ∈ T (Fq), χ (Tt ) = χ(t−1)χ (Lemme 1), donc
l’image de Ttf dans X˜⊗D0˜ indGI χ est égale à





Or χ est la restriction de X au tore fini, donc ces deux images coïncident.
– Il est clair que la composée P ◦ I est l’identité sur X˜⊗D0˜ indGI χ .
Soit f un élément de l’induite compacte indGI (1) 1. Sa projection dans indGI χ est égale à χf
ou encore, en recourant à la forme de χ donnée par le Lemme 1, à (−1)n∑t∈T (Fq ) χ(t)Ttf .




χ(t)⊗ Ttf = (−1)n
∑
t∈T (Fq )







)⊗ f = 1 ⊗ f,
et la composée I ◦P est égale à l’identité sur X˜⊗D˜ indGI (1) 1. 
Par passage aux I (1)-invariants, l’isomorphisme (11) donne un morphisme de H(1)
Fp
-modules
à droite. Le sous-H(1)
Fp
-module à droite de (X˜⊗D˜ indGI (1) 1)I (1) engendré par 1 ⊗ 1I (1) est non
nul et est égal à l’image de l’application naturelle X˜⊗D˜H(1)Fp → X˜⊗D˜ ind
G
I (1) 1. On a donc








L’anti-isomorphisme (1) permet de passer desH(1)
Fp
-modules à droite auxH(1)
Fp
-modules à gauche.
On vérifie sans difficulté que le H(1)
Fp
-module à gauche correspondant à X˜⊗D˜H(1)Fp n’est autre
que H(1)
Fp
⊗D X. Or, ce dernier est isomorphe à I (λX) comme le montre l’isomorphisme (10).









−→ fB(F)I (1),X, (13)
où ϕ désigne le générateur canonique du module standard induit par λX.
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H(1)
Fp
-modules standards isomorphes. Alors la série principale induite par X est un
Fp[G]-module irréductible.
Preuve. Sous les hypothèses de la proposition, un quotient non nul de I (λX) est quotient de
chacun des modules standards induits par les conjugués de λX. Puisque λX est un caractère
régulier, il est distinct de chacun de ses conjugués de sorte qu’un quotient non nul de I (λX)
est de dimension supérieure ou égale à |W0|. De plus, si l’on a l’égalité, alors ce quotient est
irréductible.
On rappelle que le Fp-espace vectoriel des I (1)-invariants de la série principale induite
par X est un Fp-espace vectoriel de dimension |W0|. L’existence du morphisme non nul
(13) donne celle d’un quotient non nul de I (λX) s’injectant dans le H(1)Fp -module à gauche[(IndGB(F)X)I (1)]g. Par argument de dimension, ce quotient de I (λX) est de dimension égale




Ainsi, l’espace des I (1)-invariants de IndGB(F)X est un H(1)Fp -module à droite irréductible.
Or le Fp[G]-module IndGB(F)X est engendré par l’élément I (1)-invariant fB(F)I (1),X comme le
montre l’isomorphisme (11). On conclut alors qu’il est irréductible grâce au critère d’irréducti-
bilité (Proposition 1). 
4.2. Entrelacements entre les modules standards réguliers
Fixons i ∈ {1, . . . , n− 1} et un Fp-caractère régulier λ :A(1) → Fp . On suppose que λ vérifie
l’hypothèse suivante :
Hypothèse 1. Le drapeau de λ possède un élément I ⊂ {1, . . . , n} qui contient i + 1 et ne
contient pas i, c’est-à-dire un élément de la forme
I = I0 ∪ {i + 1}, avec I0 ⊂ {1, . . . , n}, tel que i /∈ I0. (14)
On pose alors βi,I (λ) := λ(EI0)λ(EI0∪{i,i+1})(λ(EI0∪{i+1}))−1.
4.2.1. Discutons du statut de l’Hypothèse 1.
Notons tout d’abord qu’elle n’est pas vraiment restrictive, puisque si λ ne la vérifie pas, alors
son conjugué si .λ la vérifie. En effet, si λ ne vérifie pas l’hypothèse, c’est que tout élément de
son drapeau contenant i + 1 contient aussi i. On note alors I l’élément minimal du drapeau
de λ qui contient i. L’ensemble I0  I précédant I dans le drapeau de λ ne contient pas i par
minimalité de I , donc il ne contient pas non plus i + 1. Puisque le drapeau de λ est régulier, I et
I0 diffèrent d’un seul élément, donc I = I0 ∪ {i}, avec i, i + 1 /∈ I0. L’image I0 ∪ {i + 1} de I par
la permutation si ne contient pas i et appartient au drapeau de si .λ
Remarquons de plus que λ est de drapeau dominant si et seulement s’il vérifie l’Hypo-
thèse 1 pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1} auquel cas, pour chaque i, il y a un unique élément de la
forme (14) dans le drapeau de λ et c’est {i + 1, . . . , n}. En effet, si λ vérifie l’Hypothèse 1
pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}, on note Ii+1 l’élément du drapeau de λ minimal contenant i + 1.
Alors, i n’appartient pas à Ii+1 par l’Hypothèse 1. On en déduit que Ii n’est pas inclus dans
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Ii+1 = {i + 1, . . . , n} et le drapeau de λ est dominant.
Lemme 4. La valeur de βi,I (λ) est nulle si et seulement si le drapeau de λ possède un élément
de la forme (14) qui est distinct de I .
Preuve. Dire que λ(EI0) = 0 signifie que l’élément J  I précédant I = I0 ∪ {i + 1} dans le
drapeau de λ n’est pas I0. Le drapeau étant régulier, I et J diffèrent d’un seul élément, qui n’est
donc pas i + 1 : l’élément J appartenant au drapeau de λ est donc de la forme J = J0 ∪ {i + 1}
avec i /∈ J0.
Dire que λ(EI0∪{i,i+1}) = λ(EI∪{i}) = 0 signifie que l’élément K , I  K , suivant I dans le
drapeau de λ n’est pas I ∪ {i}. Le drapeau étant régulier, I et K diffèrent d’un seul élément, qui
n’est donc pas i : l’élément K appartenant au drapeau de λ est de la forme K = K0 ∪ {i + 1}
avec i /∈ K0. 
4.2.2. Les deux lemmes suivants seront démontrés à la Section 4.4. On est toujours sous
l’Hypothèse 1, c’est-à-dire qu’il existe un élément noté I du drapeau de λ qui contient i + 1 et
ne contient pas i. On note σi l’élément de A(1) défini par la relation (2) tel que T ∗si = Tsi + σi .
Lemme 5. Soit M un H(1)
Fp
-module.
– Si m ∈ M est propre pour A(1) pour le caractère λ, alors T ∗si m est propre pour A(1) pour le
caractère si .λ.
– Si m′ ∈ M est propre pourA(1) pour le caractère si .λ, alors (ExI si −βi,I (λ)σi)m′ est propre
pour A(1) pour le caractère λ.
On désigne par χ :T (Fq) → F∗p le caractère du tore fini défini par χ(t) := λ(Tt ), pour
t ∈ T (Fq). On pose {
αi,I (λ) := λ(EI ) si siχ = χ,
αi,I (λ) := λ(EI )− βi,I (λ) si siχ = χ.
Lemme 6. Soit M un H(1)
Fp
-module.
– Si m ∈ M est propre pour A(1) pour le caractère λ, alors (ExI si − βi,I (λ)σi)T ∗si m =
αi,I (λ)m.




Supposons que λ vérifie de plus l’une des deux hypothèses suivantes.
Hypothèse 2. siχ = χ .
Hypothèse 3. siχ = χ et βi,I (λ) = λ(EI ).
Sous chacune de ces hypothèses, αi,I (λ) est un élément non nul de Fp et l’on a :
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Fp
-modules standards I (λ) et I (si .λ) sont isomorphes.
Preuve. Par la propriété universelle des modules standards, le Lemme 5 permet de construire des
morphismes de H(1)
Fp
-modules I (si .λ) → I (λ) et I (λ) → I (si .λ) : notant ϕ (respectivement ϕi )
le générateur canonique de I (λ) (respectivement I (si .λ)), le premier est l’unique morphisme
de H(1)
Fp




ϕ associe (ExI si − βi,I (λ)σi)ϕi . Le Lemme 6 dit que la composée de ces deux morphismes est
égale à l’homothétie de rapport αi,I (λ). Puisque l’on est sous l’une des Hypothèses 2 ou 3, le
rapport est non nul donc ces morphismes sont des isomorphismes. 
Remarque 6. Dans le cas particulier où le drapeau de λ est dominant, nous précisons la signifi-
cation des Hypothèses 2 et 3. Grâce à la correspondance (9), un tel λ provient d’un caractère du
tore déployé T (F ) : il existe X = X1 ⊗ · · · ⊗Xn :T (F ) → F∗p tel que λ = λX.
Le caractère λX vérifie l’Hypothèse 1 puisque son drapeau contient l’élément I =
{i + 1, . . . , n}. Par définition, la valeur de λX en EI est égale à λX(EI ) = Xi+1(π) · · ·Xn(π).
Le calcul de βi,I (λ) montre que βi,I (λ) = λX(EI )Xi (π)(Xi+1(π))−1.
Le caractère χ ∈ T̂ (Fq) tel que χ(t) = λX(Tt ) pour tout t ∈ Fq n’est autre que la restriction
de X au tore fini. L’Hypothèse 2 signifie donc que les Fp-caractères Xi et Xi+1 diffèrent par
leur restriction au groupe fini F∗q . L’Hypothèse 3 signifie que Xi et Xi+1 coïncident sur F∗q mais
diffèrent par leurs valeurs en l’uniformisante π .
Ainsi, d’après la Proposition 8 on a : si Xi = Xi+1 alors les H(1)Fp -modules standards I (λX)
et I (si .λX) sont isomorphes.
4.3. Preuve du critère d’irréductibilité pour les séries principales
Fixons X = X1 ⊗· · ·⊗Xn :T (F ) → F∗p un caractère du tore déployé T (F ) tel que pour tout




-module standard induit par λX est isomorphe au module standard induit
par tout caractère conjugué de λX sous l’action de W0.
Corollaire 5. La série principale induite par X est un Fp[G]-module irréductible.
Le corollaire est la condition suffisante d’irréductibilité pour la série principale induite par X
annoncée par le Théorème 4. Il s’obtient à l’aide du Corollaire 4.
Preuve de la Proposition 9. Soit μ :A(1) → Fp un caractère conjugué de λX. Soit i ∈
{1, . . . , n − 1}. Nous allons montrer que les caractères μ et si .μ induisent des H(1)Fp -modules
isomorphes. Puisque W0 est engendré par les transpositions, on aura démontré la proposition.
D’après la Section 4.2.1, on peut, quitte à échanger μ et si .μ, considérer que μ vérifie l’Hy-
pothèse 1 : on note I = I0 ∪ {i + 1} un élément du drapeau de μ qui contient i + 1 et ne contient
pas i.
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– Si μ ne vérifie pas l’Hypothèse 2, cela signifie que siwχ = wχ , où χ désigne la restriction
de X au tore fini et où w désigne l’élément de W0 tel que μ = w.λX. Assurons nous que μ
vérifie l’Hypothèse 3. D’après la Proposition 8, I (si .μ) et I (μ) seront dès lors isomorphes.
• Si βi,I (μ) = 0, alors βi,I (μ) = μ(EI ), donc l’Hypothèse 3 est vérifiée.
• Sinon, c’est que I0 et I0 ∪ {i, i + 1} appartiennent au drapeau de μ. Or, le drapeau de μ,
image par w du drapeau de λX régulier et dominant, est
∅  {w(n)} {w(n),w(n− 1)} · · ·

{




w(n), . . . ,w(2),w(1)
}
.
Notant k − 1, k, k + 1 les cardinaux respectifs de I0, I = I0 ∪ {i + 1}, et I0 ∪ {i, i + 1}
avec k ∈ {1, . . . , n− 1}, on a donc nécessairement
I0 =
{
w(n− k + 2), . . . ,w(n)} si k  2, I0 = ∅ si k = 1,
I0 ∪ {i + 1} =
{
w(n− k + 1), . . . ,w(n)},
I0 ∪ {i, i + 1} =
{
w(n− k), . . . ,w(n)}, (15)
ce qui nous renseigne tout d’abord sur la transposition w−1siw : il apparaît en effet que
i + 1 = w(n − k + 1) et i = w(n − k). Par conséquent, w−1siw est la transposition qui
échange n − k et n − k + 1. Autrement dit, l’égalité siwχ = wχ se traduit par la coïn-
cidence de Xn−k et Xn−k+1 sur le groupe fini F∗q . L’hypothèse de la proposition nous
assure pourtant que ces deux caractères de F ∗ sont distincts : ils ne sauraient donc avoir
la même valeur en l’uniformisante : on a Xn−k(π) = Xn−k+1(π).
Par définition de λX, et puisque μ = w.λX, les égalités (15) donnent aussi :
μ(EI0) = Xn−k+2(π) · · ·Xn(π) si k  2, μ(EI0) = 1 si k = 1,
μ(EI0∪{i+1}) = Xn−k+1(π) · · ·Xn(π),
μ(EI0∪{i,i+1}) = Xn−k(π) · · ·Xn(π).
Ainsi,
βi,I (μ)μ(EI )
−1 = μ(EI0∪{i,i+1})μ(EI0)μ(EI0∪{i+1})−2 = Xn−k(π)Xn−k+1(π)−1.
Puisque l’on s’est assuré que Xn−k(π) = Xn−k+1(π), on a βi,I (μ) = μ(EI ) si bien que
μ vérifie l’Hypothèse 3. 
4.4. Preuve des lemmes
4.4.1. Nous allons d’abord montrer dans H(1) les relations de commutation suivantes qui
sont des analogues des relations de Bernstein dans H(1)[q±1/2].
Soient i ∈ {1, . . . , n − 1}, t ∈ T (Fq), I0, J0 deux sous-ensembles de {1, . . . , n} ne contenant
ni i, ni i + 1. On pose I := I0 ∪ {i + 1}.




= T ∗si Tsi tsi , TtExI si = ExI si Tsi tsi , (17)
EJ0, EJ0∪{i,i+1} et Tsi commutent ; EJ0, EJ0∪{i,i+1} et ExI si commutent, (18)
T ∗si EJ0∪{i+1} = EJ0∪{i}Tsi , EJ0∪{i+1}T ∗si = TsiEJ0∪{i}. (19)
On suppose de plus que J0 ⊂ I0 ou bien I0 ⊂ J0. On a alors
EJ0∪{i+1}ExI si = ExI siEJ0∪{i} − q |I0∪J0|−|I0∩J0|EI0∩J0EI0∪J0∪{i,i+1}σi. (20)
Nous allons également établir les relations suivantes qui permettront de démontrer le Lemme 6 :
T ∗si ExI si = EI0∪{i}, (21)
ExI si Tsi = EI0∪{i+1} = EI , (22)
ExI siEI = TsiEI0EI0∪{i,i+1}. (23)
Montrons les relations (16)–(23). Dans H(1), nous connaissons les relations de tresses du Théo-
rème 1. Nous savons aussi que l’algèbre A(1) est commutative et on y dispose de la relation (5).
Si l’on étend les scalaires à Z[q±1/2], on dispose de plus des relations de Bernstein données par
[8, Proposition 5] : dans H(1)[q±1/2] on a
(a) si j ∈ {1, . . . , n}, j = i, i + 1, alors Tsi et θ(1)xj commutent ;
(b) θ(1)xi Tsi = T ∗si θ (1)xi+1 ;
(c) θ(1)xi+1T ∗si = Tsi θ (1)xi .
Ce sont là les ingrédients de la preuve des relations de commutation. Donnons en les détails.
(16) : Cette égalité s’obtient en se plongeant dans H(1)[q±1/2] où l’élément T ∗si = Tsi + σi est
égal à qT −1si .
(17) : L’élément t est de longueur nulle dans W(1). Des relations de tresses, on déduit donc
que TtTsi = Ttsi = Tsi Tsi tsi . Les relations s’obtiennent dès lors en se plongeant dans H(1)[q±1/2]
dans laquelle, d’une part T ∗si = qT −1si et d’autre part, par définition des éléments de la base de
Bernstein entière, ExI si s’écrit comme le produit de Tsi et d’un élément de l’algèbre commutative
A(1)[q±1/2].
(18), (19) : Elles s’obtiennent en se plongeant dans H(1)[q±1/2] et en appliquant les relations
de Bernstein (a), (b), (c). Par exemple, pour (18) : l’élément EJ0 ∈H(1)[q±1/2] est proportionnel
à un produit de θxj , avec j = i, i+1. Du fait de la relation de Bernstein (a), EJ0 et Tsi commutent.
De plus, on remarque, à l’aide de (b) et (c), que θ(1)xi+1θ(1)xi Tsi = θ(1)xi+1T ∗si θ (1)xi+1 = Tsi θ (1)xi θ (1)xi+1 . Ainsi,
EJ0∪{i,i+1} et Tsi commutent.
Enfin, puisque ExI si est le produit de Tsi et d’un élément de l’algèbre commutative
A(1)[q±1/2], on en déduit que EJ0 , EJ0∪{i,i+1} et ExI si commutent.
(20) : Puisque i+1 ∈ I et i /∈ I , on a (xI si) = (xI )−1 [9, Appendice]. De plus, la longueur
de xI ne dépend que du cardinal de I donc xI et xI0∪{i} ont la même longueur. On en déduit que
ExI si = q−1+(xI )/2Tsi θ (1)x = q−1TsiEI0∪{i},I0∪{i}
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(
T ∗si − σi
)
EI0∪{i}
= TsiEJ0∪{i}EI0∪{i} −EJ0∪{i+1}EI0∪{i}σi d’après les relations (19)
= qExI siEJ0∪{i} −EJ0∪{i+1}EI0∪{i}σi.
La relation (5) donne, puisque I0 ⊂ J0 ou bien J0 ⊂ I0,
EJ0∪{i+1}EI0∪{i} = q1+|I0∪J0|−|I0∩J0|EJ0∩I0EI0∪J0∪{i,i+1}.
Ainsi, divisant par q , on a dans H(1)[q±1/2]
EJ0∪{i+1}ExI si = ExI siEJ0∪{i} − q |I0∪J0|−|I0∩J0|EJ0∩I0EI0∪J0∪{i,i+1}σi
qui est une égalité dans H(1) : c’est la relation (20).
(21) : L’égalité ExI si = q−1TsiEI0∪{i} donne la relation (21) en multipliant à gauche par T ∗si
car T ∗si Tsi = q .
(22) : Grâce à la relation (19), on a ExI si = q−1EI0∪{i+1}T ∗si , ce qui donne la relation (22) en
multipliant à droite par Tsi .
(23) : D’après la relation (5), EI0∪{i}EI0∪{i+1} = qEI0EI0∪{i,i+1}. Ainsi,
ExI siEI0∪{i+1} = q−1TsiEI0∪{i}EI0∪{i+1} = TsiEI0EI0∪{i,i+1}.
4.4.2. Preuve du Lemme 5
Soit λ :A(1) → Fp un caractère régulier et χ :T (Fq) → F∗p le caractère défini par χ(t) :=
λ(Tt ), pour tout t ∈ T (Fq). Soit M un H(1)Fp -module.
Remarque 7. Rappelons que l’élément σi de A(1) est égal à σi = −Tδsi
∑
t∈Tsi (Fq ) Tt . Ainsi, si
m ∈ M est un élément sur lequel A(1) agit par le caractère λ, on a σim = χ(δsi )m si siχ = χ et
σim = 0 si siχ = χ .
On se place sous l’Hypothèse 1 et l’on note I un élément du drapeau de λ de la forme I =
I0 ∪ {i + 1} avec i /∈ I0. On se donne un élément m ∈ M sur lequel A(1) agit par le caractère λ.
Nous voulons démontrer que T ∗si m est propre pour A(1) pour le caractère si .λ. D’après la Re-
marque 5, il suffit pour cela de démontrer que
(1) pour tout t ∈ T (Fq), TtT ∗si m = (si .λ)(Tt )T ∗si m,(2) pour tout J appartenant au drapeau de si .λ, EJT ∗si m = (si .λ)(EJ )T ∗si m.
Le point (1) est une conséquence de la première relation de commutation (17). Soit J un
élément du drapeau de si .λ. Puisque I0 ∪{i} appartient aussi au drapeau de si .λ, et que i+1 /∈ I0,
cela signifie que si i + 1 appartient à J alors i appartient à J .
Si l’ensemble J est fixé par l’action de si , le point (2) découle des relations (18). Sinon, c’est
que i appartient à J et i + 1 n’appartient pas à J . On pose J = J0 ∪ {i} avec i + 1 /∈ J0, et on
applique les relations (19) :
EJ0∪{i}T ∗s = EJ0∪{i}Tsi + σiEJ0∪{i} = T ∗s EJ0∪{i+1} + σiEJ0∪{i}.i i
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donc EJ0∪{i}m = 0. Ainsi,
EJ0∪{i}T ∗sim = T ∗si EJ0∪{i+1}m = λ(EJ0∪{i+1})T ∗si m = (si .λ)(EJ0∪{i})T ∗si m.
Montrons maintenant la seconde assertion du Lemme 5. Soit m′ ∈ M que l’on suppose propre
pour A(1) pour le caractère si .λ. Nous voulons démontrer que (ExI si − βi,I (λ)σi)m′ est propre
pour A(1) pour le caractère λ. Comme précédemment, il suffit pour cela de démontrer que :
(1) Pour tout t ∈ T (Fq), Tt (ExI si − βi,I (λ)σi)m′ = λ(Tt )(ExI si − βi,I (λ)σi)m′.
(2) Pour J appartenant au drapeau de λ, EJ (ExI si −βi,I (λ)σi)m′ = λ(EJ )(ExI si −βi,I (λ)σi)m′.
Le point (1) est une conséquence de la deuxième relation de commutation (17) et de la Re-
marque 7 appliquée à si .λ et m′. Soit J un élément du drapeau de λ. Puisque I = I0 ∪ {i + 1}
appartient aussi au drapeau de λ, et que i /∈ I0, cela signifie que si i appartient à J alors i + 1
appartient à J .
Si J est fixé par l’action de si , le point (2) découle de la relation (18). Sinon, c’est que i + 1
appartient à J et i n’appartient pas à J . On note alors J = J0 ∪ {i + 1}, avec i /∈ J0. On a J0 ⊂ I0
ou bien I0 ⊂ J0 car J et I sont dans le drapeau de λ. D’autre part J0 ∪ {i + 1} n’appartient pas
au drapeau de si .λ. On a donc EJ0∪{i+1}m′ = 0, et l’on doit démontrer que
EJ0∪{i+1}ExI sim′ = λ(EJ0∪{i+1})
(
ExI si − βi,I (λ)σi
)
m′.
– Si I0 = J0, le drapeau de λ possède deux éléments distincts qui contiennent i + 1 et ne
contiennent pas i. D’après le Lemme 4, cela signifie que βi,I (λ) = 0. D’autre part, d’après
la relation (20), on a, puisque |I0 ∪ J0| > |I0 ∩ J0|,
EJ0∪{i+1}ExI sim′ = ExI siEJ0∪{i}m′ = (si .λ)(EJ0∪{i})ExI sim′ = λ(EJ0∪{i+1})ExI sim′.
– Si I0 = J0, alors J0 ∪ {i + 1} = I et la relation (20) donne
EIExI sim
′ = ExI siEI0∪{i}m′ −EI0EI0∪{i,i+1}σim′, c’est-à-dire,
EIExI sim
′ = λ(EI )ExI sim′ − λ(EI )βi,I (λ)σim′ = λ(EI )(ExI si − βi,I (λ)σi)m′.
4.4.3. Preuve du Lemme 6
Nous conservons les éléments m,m′ ∈ M introduits à la Section 4.4.2. Sachant que EIm =
λ(EI )m et que λ(EI ) = 0, la relation (23) dit que ExI sim = βi,I (λ)Tsim, tandis que la
relation (22) donne ExI si Tsim = λ(EI )m. Ainsi, ExI si T ∗si m = (λ(EI ) + βi,I (λ)Tsi σi)m. De




m = (λ(EI )− βi,I (λ)σ 2i )m.
Si siχ = χ alors σim = 0 d’après la Remarque 7 et (ExI si − βi,I (λ)σi)T ∗si m = λ(EI )m =
αi,I (λ)m. Si siχ = χ alors σ 2i m = χ(δsi )2m = m d’après la Remarque 7 et car δ2si = 1. Ainsi,
(ExI si − βi,I (λ)σi)T ∗si m = (λ(EI )− βi,I (λ))m = αi,I (λ)m.
On a ainsi démontré la première assertion du Lemme 6. La seconde assertion se démontre de
même, en utilisant les relations (21) et (23).
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de GL3(F )
Dans le but d’établir le critère d’irréductibilité pour les séries principales, nous avons établi
un lien entre certains H(1)
Fp
-modules standards réguliers et l’espace des I (1)-invariants des séries
principales, puis nous avons décrit des entrelacements entre H(1)
Fp
-modules standards réguliers.
Nous exploitons ici ces mêmes résultats afin de donner la semi-simplification du H(1)
Fp
-module à
droite des I (1)-invariants d’une série principale en supposant que n = 3. Nous nous contenterons
de traiter le cas d’une série principale non ramifiée pour alléger les discussions, bien que le cas
général se traite avec les mêmes arguments.
Dans toute cette section, on suppose que n = 3 et l’on se donne un caractère du tore déployé
X = X1 ⊗ X2 ⊗ X3 :T (F ) → F∗p . On note χ :T (Fq) → F∗p sa restriction au tore fini. À partir
de la Section 5.4, nous supposerons que χ est le caractère trivial.
5.1. Nous reprenons les notations de la Section 1.3.
Proposition 10. L’espace des I (1)-invariants de la série principale induite par X est un
H(1)
Fp
-module à droite engendré par fB(F)I (1),X.
Preuve. On rappelle qu’une base de l’espace des I (1)-invariants de la série principale induite
par X est l’ensemble
{fB(F)wI (1),X, w ∈ W0}. (24)
Décrivons l’action à droite de certains éléments de la base de Iwahori–Matsumoto de H(1)
Fp
sur
l’élément I (1)-invariant fB(F)I (1),X.
(a) L’élément ω normalise I (1). Ainsi, l’action à droite de Tω sur fB(F)I (1),X est
fB(F)I (1),X.Tω = ω−1.fB(F )I (1),X. C’est donc un élément non nul, I (1)-invariant de support
B(F)I (1)ω = B(F)ωI (1). On écrit l’élément ω comme le produit de la diagonale x3 par le
cycle s2s1 pour vérifier que B(F)ωI (1) = B(F)s2s1I (1). On en déduit que fB(F)I (1),X.Tω est
proportionnel à l’élément I (1)-invariant fB1(F )s2s1I (1) de support B1(F )s2s1I (1) et de valeur
1Fp en s2s1. Ainsi, ce dernier appartient au HFp (GL3(F ), I (1))-module à droite engendré par
fB(F)I (1),X. De même, l’étude de l’action de Tω2 montre que l’élément fB(F)s1s2I (1),X appartient
au HFp (GL3(F ), I (1))-module à droite engendré par fB(F)I (1),X.
(b) Étudions l’action de Ts1 à droite sur fB(F)I (1),X. Elle donne un élément I (1)-invariant de
support B(F)I (1)s1I (1).
Si un élément w de S3 appartient à B(F)I (1)s1I (1), alors, c’est qu’il existe un élément
du sous-groupe de Borel b ∈ B(F) à cœfficients entiers et des éléments α, α′ ∈ I (1) tels que
w = bαs1α′. En réduisant cette égalité modulo π et sachant que l’image dans GL3(Fq) de S3
est un système de représentants des doubles classes de GL3(Fq) modulo son sous-groupe de
Borel B(Fq), on en déduit que w = s1. Par conséquent, B(F)I (1)s1I (1) = B(F)s1I (1). Ainsi,
l’action de Ts1 à droite sur fB(F)I (1),X donne un élément I (1)-invariant de support B(F)s1I (1).
Nous allons montrer que sa valeur en s1 est égale à 1 ce qui nous assurera que cet élément estFp
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module à droite engendré par fB(F)I (1),X.
On a la décomposition [7, A.3, A.7]
I (1)s1I (1) =
∐
x∈OF /πOF






Supposons qu’il existe x ∈ OF tel que s1 ∈ B(F)I (1)s1ux , alors il existe un élément b ∈ B(F)
à cœfficients entiers et un élément α,∈ I (1) tels que s1uxs1 = αb. Le terme de gauche est une
matrice triangulaire inférieure à cœfficients entiers, la réduction modulo π du terme de droite est







−1)= fB(F)I (1),X(1) = 1Fp .
(c) L’étude des actions respectives de Tω et de Tω2 sur fB(F)s1I (1),X, menée de façon analogue
au point (a), montre alors que les éléments fB(F)s1s2s1I (1),X et fB(F)s2I (1),X appartiennent au
HFp (GL3(F ), I (1))-module à droite engendré par fB(F)I (1),X. 
On note L1 (respectivement L2) le sous groupe de Lévi standard de G isomorphe à
GL2(F ) × GL1(F ) (respectivement GL1(F ) × GL2(F )) et B1(F ) (respectivement B2(F )) le
parabolique supérieur associé. Un système de représentants des doubles classes B1(F ) \G/I (1)
(respectivement B2(F ) \ G/I (1)) est donné par {1, s2, s2s1} (respectivement {1, s1, s1s2}). On
note ρ1 (respectivement ρ2) le caractère du sous-groupe de Lévi L1 (respectivement L2) défini
par ρ1 = X1 ◦ det ⊗X3 (respectivement ρ2 = X1 ⊗X2 ◦ det).
Soit i ∈ {1,2}. Supposons que Xi = Xi+1. La série principale induite par X contient la repré-
sentation paraboliquement induite par ρi . Comme à la Section 1.3, on note fBiI (1),ρi l’élément
I (1)-invariant de support BiI (1) et de valeur 1Fp en 1 de cette sous-représentation. Il se dé-
compose selon la base (24) de l’espace des I (1)-invariants de la série principale induite par X.
Puisque BiI (1) = B(F)I (1) ∪ B(F)siI (1), c’est une combinaison linéaire de fB(F)I (1),X et
fB(F)siI (1),X. Or, on a fBi(F )I (1),ρi (1) = 1 et fBi(F )I (1),ρi (si) = ρi(si) = Xi (−1). Ainsi, et
d’après la preuve de la Proposition 10,
fBi(F )I (1),ρi = fB(F)I (1),X +Xi (−1)fB(F)si I (1),X





Remarque 8. L’espace des I (1)-invariants de la représentation paraboliquement induite par ρi
est de dimension 3. L’égalité (25) et la preuve de la Proposition 10 montrent qu’il a pour base
{fBi(F )I (1),ρi , fBi(F )I (1),ρi Tω, fBi(F )I (1),ρi Tω2}.
Il est donc engendré comme HFp (GL3(F ), I (1))-module à droite par fBi(F )I (1),ρi .
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grâce au lemme suivant :
Lemme 7. Soit λ :A(1) → Fp un Fp-caractère de A(1). Le module standard induit par λ est




ωϕ, Tsi ϕ, TωTsi ϕ, T
2
ωTsi ϕ, i ∈ {0,1,2}
}
,
où ϕ désigne le générateur canonique du module standard induit par λ.
Preuve. (a) Dans le groupe de Weyl affine étendu W˜ , un élément de longueur 2 s’écrit comme
le produit d’une puissance de l’élément ω de longueur nulle, et d’un élément de longueur 2 du
groupe de Weyl affine. On rappelle que ce dernier est le groupe de Coxeter de système générateur
{s0, s1, s2}. De plus on a les relations (Exemple 1),
ω = s2s1x1 = x3s2s1, ω2 = s1s2x1x2 = x2x3s1s2, s0 = s1s2s1x1x−13 = s2s1s2x1x−13 .
Un élément de longueur 2 du groupe de Weyl affine est l’un des éléments de l’ensemble






2(x2x3)−1}. C’est donc le produit d’une puissance de l’élé-
ment de longueur nulle ω et d’un élément de X. Par conséquent, un élément de longueur 2
de W(1) est le produit d’une puissance de l’élément de longueur nulle ω et d’un élément de
X(1) = X × T (Fq).
(b) Soient v un élément de longueur 2 de W(1), et k ∈ {0,1,2}, x ∈ X(1), avec (x) = 2 tels
que v = ωkx.
– Si k = 0, alors v = x et Ev = Ex .





x . L’Exemple 1 a montré que qTω = Ts2Ts1θ(1)x1 , donc Ev = qTωθ(1)x . D’autre
part, x est de longueur 2 donc Ex = qθ(1)x . Ainsi, Ev = TωEx .
– Si k = 2, on a de même, Ev = T 2ωEx .
Dans les trois cas, l’action de l’élément Ev sur le générateur canonique ϕ de I (λ) est don-
née par Evϕ = λ(Ex)T kωϕ. Ainsi, puisque ω est de longueur nulle, Evϕ appartient à l’espace
vectoriel engendré par {Twϕ,w ∈ W(1)(w)  1}. Mais l’élément Ev se décompose selon la
base de Iwahori–Matsumoto de H(1) : d’après [8, Proposition 7], c’est la somme de Tv et
d’une combinaison linéaire à cœfficients dans Z[q] d’éléments de type Tw , avec w ∈ W(1),
(w) (v) − 1 = 1. Par conséquent Tvϕ appartient lui aussi à l’espace vectoriel engendré par
{Twϕ,w ∈ W(1)(w) 1}.
(c) L’algèbre H(1)
Fp
ayant pour Fp-base les éléments de Iwahori–Matsumoto {Tw, w ∈ W(1)},
le Fp-espace vectoriel I (λ) est engendré par les éléments{
Twϕ, w ∈ W(1)
}
. (26)
Pour prouver le lemme, il faut montrer que, dans le système générateur (26), on peut éliminer les
éléments Twϕ avec (w) 2. C’est une conséquence de l’argument suivant.
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w1, v ∈ W(1), vérifiant (w′) = (w1) + (v), et (v) = 2. Du fait des relations de tresses, on a
Tw′ = Tw1Tv . Ainsi, Tw′ϕ = Tw1Tvϕ est, d’après (b), une combinaison linéaire des éléments{
Tw1Twϕ, w ∈ W(1)(w) 1
}
.
Or, si (w)  1, le produit Tw1Tw est égal à une combinaison linéaire à cœfficients dans Z[q]
d’éléments de la base de Iwahori–Matsumoto correspondant à des éléments de W(1) de longueur
inférieure ou égale à (w1)+1 < (w′). (C’est une conséquence classique des relations de tresses
et des relations quadratiques du Théorème 1.) Par récurrence descendante sur la longueur de w′,
on montre ainsi que, du système générateur (26), on peut éliminer les Tw′ϕ avec w′ de longueur
supérieure ou égale à 2.
Les éléments Tω3 et Tt , t ∈ T (Fq) agissent sur ϕ par multiplication par un scalaire non nul.
On déduit alors de ce qui précède que le module standard induit par λ est engendré comme
Fp-espace vectoriel par les éléments{
ϕ, Tωϕ, T
2
ωϕ, Tsi ϕ, TωTsi ϕ, T
2
ωTsi ϕ, i ∈ {0,1,2}
}
. 
5.3. Soit λX :A(1) → Fp le caractère régulier de drapeau dominant associé par la bijec-
tion (9) au caractère X. On rappelle qu’il est entièrement déterminé par les données suivantes :{
λX(Tt ) = χ(t), ∀t ∈ T (Fq),
λ(E{3}) = X3(π), λ(E{2,3}) = X2(π)X3(π), λ(E{1,2,3}) = X1(π)X2(π)X3(π). (27)
Lemme 8. Le module standard induit par λX est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.
Preuve. L’élément E{3} de la base de Bernstein entière correspondant à l’élément dominant
x3 ∈ X est égal à Tx3 = Tωs1s2 = TωTs1Ts2 . L’élément E{2,3} de la base de Bernstein entière
correspondant à l’élément dominant x{2,3} ∈ X est égal à Tx2x3 = Tω2s2s1 = T 2ωTs2Ts1 . Enfin,
E{1,2,3} est égal à l’élément central inversible T 3ω . Les relations (27) disent donc, en particulier,
que dans le H(1)
Fp
-module standard induit par λX de générateur canonique ϕ, on a :
TωTs1Ts2ϕ = X3(π)ϕ, (28)
T 2ωTs2Ts1ϕ = X2(π)X3(π)ϕ, (29)
T 3ωϕ = X1(π)X2(π)X3(π)ϕ. (30)
Nous allons donner une Fp-base du module standard induit par λX. On rappelle, dans W(1), les
relations de commutation, s1ω = ωs2, s0ω = ωs1 et s1s2s1 = s2s1s2. Multiplions la relation (28)
à gauche par TωTs1 . On obtient l’égalité entre
T 2ωTs2Ts1Ts2ϕ = T 2ωTs1Ts2Ts1ϕ = Ts2T 2ωTs2Ts1ϕ et X3(π)TωTs1ϕ
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TωT
∗
s1Ts1Ts2ϕ = 0 donc T ∗s0ϕ = 0. Du fait de l’expression de T ∗s0 = Ts0 + σ0 avec σ0 ∈ A(1),
il apparaît que T ∗s0ϕ est la somme de Ts0ϕ et d’un élément proportionnel à ϕ, donc Ts0φ est
proportionnel à ϕ.
Ainsi, d’après le Lemme 7, le module standard I (λX) induit par λX est le Fp-espace vec-
toriel engendré par {ϕ,Tωϕ,T 2ωϕ,Ts1ϕ,TωTs1ϕ,T 2ωTs1ϕ}. Le Corollaire 2 dit que I (λX) est un
Fp-espace vectoriel de dimension au moins 6, donc le système générateur que l’on vient d’exhi-
ber est même une Fp-base de I (λX). 
Proposition 11.
– Le morphisme de H(1)
Fp









– Soit i ∈ {1,2}. Supposons que Xi = Xi+1. L’image par le morphisme (13) du sous-H(1)Fp -
module de I (λX) engendré par T ∗si ϕ est égale à [(IndGBi(F ) ρi)I (1)]g.
Preuve. La première assertion de la proposition provient des observations de la Section 1.3 et de
la Proposition 10. En effet, on y a vu que l’espace des I (1)-invariants de la série principale induite
par X est un Fp-espace vectoriel de dimension 6 et que c’est un H(1)Fp -module à droite engendré
par fB(F)I (1),X. Le morphisme (13) est donc surjectif, et injectif par argument de dimension,
grâce au Lemme 8.
Soit i ∈ {1,2}. Supposons que Xi = Xi+1. D’après la Remarque 8, la série principale induite
par X contient la sous-représentation induite par ρi dont l’espace des I (1)-invariants est un
espace vectoriel de dimension 3, égal au sous-H(1)
Fp
-module à droite de (IndGB(F)X)
I (1) engendré
par





D’autre part, la Remarque 7 nous rappelle que, dans le H(1)
Fp
-module standard induit par λX on a





Par conséquent, et puisque l’élément Tsi est invariant par l’anti-automorphisme d’algèbre (1),
l’image par le morphisme (13) de T ∗si ϕ est égale à l’élément Xi (−1)fBi(F )I (1),ρi . On en déduit




-modules standards induits par s2.λX, s1s2.λX sont isomorphes. Si X1 = X2, ils
sont de plus isomorphes au module standard induit par s1s2s1.λX.
– Les H(1)
Fp
-modules standards induits par s1.λX, s2s1.λX sont isomorphes. Si X2 = X3, ils
sont de plus isomorphes au module standard induit par s1s2s1.λX.
68 R. Ollivier / Journal of Algebra 304 (2006) 39–72– Soit i ∈ {1,2}. Le morphisme de H(1)
Fp
-modules suivant est bien défini
Fi : I (si .λX) −→ I (λX), ϕi 
−→ T ∗si ϕ,
où ϕi désigne le générateur canonique du module standard induit par si .λX.
Si Xi = Xi+1, c’est un isomorphisme. Sinon, son image est un sous-espace vectoriel de
I (λX) de dimension 3.
Corollaire 6. Un H(1)
Fp
-module standard régulier est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.
Preuve. Montrons le corollaire à l’aide de la proposition. La Proposition 2 dit que les modules
standards induits par λX, s2s1.λX, et s1s2.λX (respectivement s1.λX, s2.λX, s1s2s1.λX) ont
la même dimension. La Proposition 12 dit, en particulier, que les modules standards induits
par s2.λX et s1s2.λX ont même dimension. Donc λX et ses conjugués induisent des modules
standards de même dimension, égale à 6 d’après le Lemme 8. On a démontré le corollaire car
tout caractère régulier est conjugué à un caractère régulier de drapeau dominant. 
Preuve de la Proposition 12. C’est une application directe des Lemmes 5, 6. On rappelle que
le drapeau de λX est ∅  {3}  {2,3}  {1,2,3}.
Démontrons la première assertion du lemme, la seconde s’obtient de la même façon. Le ca-
ractère s2.λX, de drapeau ∅  {2}  {2,3}  {1,2,3}, vérifie l’Hypothèse 1 pour i = 1 : en effet
l’ensemble {2} (qui contient i + 1 et ne contient pas i) figure dans son drapeau. De plus, il vérifie
l’Hypothèse 2 ou bien l’Hypothèse 3 puisque β1,{2}(s2.λX) = 0 car {1,2} n’appartient pas au
drapeau de s2.λX. D’après la Proposition 8, les modules standards induits par s2.λX et s1s2.λX
sont isomorphes.
Supposons que X1 = X2. Le caractère s1s2.λX, de drapeau ∅  {1}  {1,3}  {1,2,3}, véri-
fie l’Hypothèse 1 pour i = 2 : en effet l’ensemble {1,3} figure dans son drapeau. De plus, s’il ne
vérifie pas l’Hypothèse 2, alors c’est que s1s2.X et s2s1s2.X coïncident sur le tore fini T (Fq),
















Ainsi, β2,{1,3}(s1s2.λX) = X2(π)X3(π) = (s1s2.λX)(E{1,3}). Par la Proposition 8, les mo-
dules standards induits par s1s2.λX et s2s1s2.λX sont donc isomorphes.
Démontrons la troisième assertion du lemme. Soit i ∈ {1,2}. Nous sommes dans le cadre de la
Remarque 6. Nous y avons noté que λX vérifie l’Hypothèse 1 de sorte que, d’après le Lemme 5,
le morphisme de H(1)
Fp
-modules Fi est bien défini. Nous y avons de plus vu que si Xi = Xi+1,
alors Fi est un isomorphisme. Dans le cas contraire, la Proposition 11 dit que l’image de Fi est
isomorphe au H(1)
Fp
-module [(IndGBi(F ) ρi)I (1)]g, qui est un espace vectoriel de dimension 3. 
5.4. On suppose maintenant que la restriction χ :T (Fq) → F∗q de X :T (F ) → F∗p au tore
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I (1)-invariants de la série principale induite par X est en fait un espace invariant sous l’action
du sous-groupe d’Iwahori.
D’autre part, l’idempotent central 1 (défini à la Section 2.1.2) agit sur le générateur canonique
ϕ de I (λX) par 1ϕ = ϕ. Ainsi 1 agit comme l’identité sur le module standard I (λX), qui a donc
une structure de module pour l’algèbre 1H(1)Fp dont on a vu qu’elle est isomorphe à la Fp-algèbrede Hecke–Iwahori de G.
Enfin, d’après la Remarque 1, on a pour i ∈ {0,1,2}, T ∗si 1 = (Tsi +1)1 donc T ∗si agit comme
Tsi + 1 sur le module standard induit par λX.
La preuve du Lemme 8 a montré qu’une base de I (λX) est donnée par{
ϕ, Tωϕ, T
2





Décrivons l’action de la Fp-algèbre H(1)Fp sur cette base. Suite au Théorème 1, nous avons vu
qu’elle est engendrée par {Ts1, T ±1ω , Tt , t ∈ T (Fq)}. Puisque l’élément central T 3ω agit par
multiplication par X1(π)X2(π)X3(π) et que Tt agit par multiplication par 1, il nous suffit de
donner l’action de Ts1 sur la base de I (λX).
Les relations (28)–(30) et les calculs de la preuve du Lemme 8 montrent que
Ts1 .ϕ = Ts1ϕ, Ts1 .Tωϕ = X2(π)−1T 2ωTs1ϕ, Ts1 .T 2ωϕ = −T 2ωϕ,
Ts1 .Ts1ϕ = −Ts1ϕ, Ts1 .TωTs1ϕ = X1(π)−1T 2ωϕ, Ts1T 2ωTs1ϕ = −T 2ωTs1ϕ. (33)
Pour obtenir la semi-simplification de ce H(1)
Fp
-module standard, nous allons utiliser à maintes
reprises l’argument suivant qui a déjà servi pour la preuve du Corollaire 4 : le caractère régulier
λX est distinct de chacun de ses conjugués sous l’action de S3. Soient λ et λ′ deux conjugués
distincts de λX. Si les modules standards qu’ils induisent sont isomorphes, alors tout quotient
non nul de l’un possède un élément propre pour chacun des caractères λ et λ′, il est donc de
dimension supérieure ou égale à 2. Nous allons aussi utiliser le fait que le module standard induit
par un conjugué de λX est de dimension 6 (Lemme 6).
Si X1 = X2 et X2 = X3, la Proposition 12 dit que le module standard induit par λX est
isomorphe au module standard induit par chacun des 6 conjugués distincts de λX. Puisqu’il est
de dimension 6, il est donc irréductible.
Supposons que X1 = X2 et X2 = X3. La Proposition 12 dit que les modules standards induits
par λX, s2.λX, et s1s2.λX sont isomorphes d’une part, et que les modules standards induits par
s1.λX s2s1.λX, et s1s2s1.λX sont isomorphes d’autre part. Par conséquent un quotient non nul
d’un de ces modules standards est de dimension supérieure ou égale à 3 et s’il est de dimension 3
il est irréductible.
D’après la Proposition 12, l’image du morphisme F1, qui est un quotient de I (s1.λX), est un
sous-espace de dimension 3 de I (λX). On en déduit que c’est un H(1)Fp -module irréductible et
que c’est le seul sous-module propre de I (λX). Il est engendré par ψ1 := T ∗s1ϕ et a pour base{ψ1, Tωψ1, Tωψ1}. D’après les relations (33), l’action de Ts1 y est donnée par
Ts1 .ψ1 = 0, Ts1 .Tωψ1 = X1(π)−1T 2ωψ1, Ts1 .T 2ωψ1 = −T 2ωT ∗s ϕ. (34)1
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par :
Ts1 .ϕ¯ = −ϕ¯, Ts1 .Tωϕ¯ = −X1(π)−1T 2ω ϕ¯, Ts1 .T 2ω ϕ¯ = −T 2ω ϕ¯. (35)














De même si X1 = X2 et X2 = X3, on montrerait que le H(1)Fp -module standard induit par λX
a pour unique sous-module propre le sous-module engendré par T ∗s2ϕ et que ce dernier est de
dimension 3. La Remarque 9 et l’égalité (31) donnent T ∗s2ϕ = ϕ + Ts2ϕ = ϕ + X3(π)−1TωTs1ϕ
donc le sous-module engendré par ψ2 := T ∗s2ϕ a pour Fp-base {ψ2, Tωψ2, Tωψ2}. D’après les





T 2ωψ2, Ts1 .Tωψ2 = 0, Ts1 .T 2ωψ2 = −T 2ωψ2. (36)
Le quotient de I (λX) par son sous-module propre est engendré par ϕ¯ et a pour base
{ϕ¯, Tωϕ¯, T 2ω ϕ¯} où ϕ¯ désigne l’image de ϕ dans le module quotient. Elle vérifie 0 = T ∗s2 ϕ¯ =
ϕ¯ +X3(π)−1TωTs1 ϕ¯. L’action de Ts1 sur le module quotient est donnée par :




T 2ω ϕ¯, Ts1 .Tωϕ¯ = −Tωϕ¯, Ts1 .T 2ω ϕ¯ = −T 2ω ϕ¯. (37)














Enfin, supposons que X1 = X2 et X2 = X3. Pour chaque i ∈ {1,2}, la représentation para-
boliquement induite par ρi est une sous-représentation de la série principale induite par X. De
plus l’intersection de ces deux sous-représentations est non nulle puisqu’elle contient la sous-
représentation de dimension 1 dite « des constantes » de base la fonction de support G. Par
conséquent, l’intersection des espaces I (1)-invariants (IndGB1(F ) ρ1)
I (1) et (IndGB2(F ) ρ2)
I (1) est
non nulle. Par passage aux H(1)
Fp
-modules à gauche, et grâce à la Proposition 11 qui identifie
l’image du morphisme Fi avec [(IndGBi(F ) ρi)I (1)]g, on en déduit que l’intersection des images
de F1 et F2 est un sous-module non nul de I (λX).
D’après la Proposition 12, les modules standards induits par s1.λX et s2s1.λX (respectivement
s2.λX et s1s2.λX) sont isomorphes, donc un quotient de I (s1.λX) (respectivement I (s2.λX)) est
de dimension supérieure ou égale à 2. Par conséquent, le quotient de Im(F1) (respectivement
Im(F2)) par l’intersection Im(F1) ∩ Im(F2) est un espace de dimension 2 et est irréductible
R. Ollivier / Journal of Algebra 304 (2006) 39–72 71comme H(1)
Fp
-module. Ainsi, Im(F1)∩ Im(F2) est un espace de dimension 1. De plus, la somme
de Im(F1) et Im(F2) est un sous-module de dimension 5 du module standard induit par λX.
Décrivons chacun des constituants irréductibles du module standard induit par λX que nous
venons d’exhiber. Pour cela, calculons la décomposition de l’élément
K := T ∗s2T ∗s1T ∗s2ϕ = T ∗s1T ∗s2T ∗s1ϕ
dans la base (32) de I (λX) à l’aide des relations (33) et du fait que Ts2 = T −1ω Ts1Tω :
K= X1(π)2ϕ +X1(π)Tωϕ + T 2ωϕ +X1(π)2Ts1ϕ +X1(π)TωTs1ϕ + T 2ωTs1ϕ.
C’est donc un élément non nul. Il appartient de plus à l’intersection de Im(F1) et de Im(F2) dont
on sait maintenant que c’est un espace de dimension 1. C’en est donc une base. (C’est une base
de la sous représentation « des constantes ».) Les actions de Tω et Ts1 sur K sont données par
TωK= X1(π)K, Ts1K= 0, car Tsi T ∗si = 0. (38)
On note encore ψ1 = T ∗s1ϕ. On remarque que K= X1(π)2ψ1 +X1(π)Tωψ1 + T 2ωψ1. Une base
du quotient de Im(F1) par son sous-module de Fp-base K est {ψ¯1, Tωψ¯1} où ψ¯1 désigne l’image
de ψ1 dans le module quotient. Grâce aux relations (34) qui sont encore valables ici puisque
X1 = X2, les actions de Ts1 et de Tω y sont données par
T 2ωψ¯1 = −X1(π)2ψ¯1 −X1(π)Tωψ¯1, Ts1ψ¯1 = 0, Ts1Tωψ¯1 = −X1(π)ψ¯1 − Tωψ¯1.
(39)
Notons ψ2 := T ∗s2ϕ. Grâce à la relation (31) on l’écrit ψ2 = ϕ + X1(π)−1TωTs1ϕ. On remarque
que K = X1(π)2ψ2 + X1(π)Tωψ2 + T 2ωψ2. Une base du quotient de Im(F2) par son sous-
module de Fp-base K est donnée par {ψ¯2, Tωψ¯2} où ψ¯2 désigne l’image de ψ2 dans le module
quotient. Grâce aux relations (36) qui sont encore valables car X2 = X3, les actions de Ts1 et de
Tω y sont données par
T 2ωψ¯2 = −X1(π)2ψ2 −X1(π)Tωψ¯2, Ts1ψ¯2 = −ψ¯2 −X1(π)−1Tωψ¯2, Ts1Tωψ¯2 = 0.
(40)
Enfin notant ϕ¯ l’image de ϕ dans le quotient de I (λX) par le sous-module Im(F1) + Im(F2),
les égalités T ∗s1ϕ = Ts1ϕ + ϕ et T ∗s2ϕ = ϕ + X1(π)−1TωTs1ϕ donnent 0 = Ts1 ϕ¯ + ϕ¯ et 0 = ϕ¯ −
X1(π)−1Tωϕ. Donc les actions de Ts1 et de Tω sur ϕ¯ sont données par
Tωϕ¯ = X1(π)ϕ¯, Ts1 ϕ¯ = −ϕ¯. (41)
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